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KATAKUNCI ABSTRAK
Titik tetap Eksistensi dari suatu titik tetap merupakan salah satu tema penelitian
l(\j/[ha;tfil‘elz pada analisis fungsional. Dengan semakin banyak munculnya ruang
odutars abstrak-ruang abtrak baru yang di kembangkan maka penelitian
mengenai eksitensi titik tetap pada suatu pemetaan pada ruang
abstrak tersebut juga menjadi topik penelitian yang menarik.
Terdapat berbagai teorema ataupun kondisi yang menjamin adanya
titik tetap. Pada artikel ini, memperkenalan dan membuktikan
mengenai teorema titik tetap Chatterjea pada ruang modular-2 (X, p).
Modular-2 merupakan pengembangan dari modular. Kondisi penting
yang dapat menjamin eksistensi ketunggalan suatu titik tetap adalah
sifat kelengkapan modular-2 pada X, dan terpenunihnya kondisi-A,
pada p.
KEYWORDS Chatterjea fixed point theorem on 2-modular Spaces
Fixed Point
ghattsr?]a In this article, we introduce and prove the Chatterjea fixed point
“modutar theorem on 2-modular spaces.
This is an open-access article under the CC-BY-SA license.
Pendahuluan

Salah satu topik penelitian dalam analisis fungsional adalah mengenai pemetaan kontraksi
Banach yang merupakan sumber dari konsep teori titik tetap. Salah satu cabang topik
penelitiannya adalah perumuman mengani prinsip pemetaan kontraksi Banach [1].

Diberikan (X,d) ruang metrik lengkap, pada [2][3], menyampaikan bahwa Chattrejea
menyelidiki eksistensi dan ketunggalan titik tetap untuk pemetaan T: X — X yang memenuhi

d(TC),T)) < ald(x, T)) +d(y, T())]

untuk setiap x,y € X, dengana € [0, %)

Pada tahun 1964, Gahler memperkenalkan konsep norma-2[4]. Diberikan X ruang linear
real dengan dim(X) > 2. Fungsional ||.,.|: X X X - [0, ) dikatakan norma-2, jika untuk
setiap x,y,z € X dan a € R berlaku
(i) llx, yll = 0 & x,y saling tak bebas linear;

() lxyll = lly, xIl;
(iii) llax, yll = lalllx, y;

(iv) llx +y,zll < llx, zIl + lly, z[l.
Pasangan (X, ||.,.||) selanjutnya disebut ruang bernorma-2.
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Misiak[5] memperumum konsep norma-2 menjadi konsep norma-n. Selanjutnya Nakano
pada tahun 1943 memperkenalkan konsep modular yang merupakan perumuman dari konsep
norma dan pada tahun 1959, Musielak dan Orlicz pada ruang linear real [6]. Penelitian
mengenai sifat-sifat ruang modular di bahas antara lain pada[7] .Mengikuti konsep norma-n,
Nourozi dan Shabanian pada tahun 2009 memperkenalkan konsep modular-n[8]. Pada [9],
telah di teliti mengenai sifat-sifat para ruang modular-2. Diberikan X ruang linear real dengan
dim(X) = 2. Fungsional p(.,.): X X X — [0, ©) dikatakan norma-2, jika untuk setiap x,y,z € X
berlaku
(i) p(x,y) =0 e x,y saling tak bebas linear;

(i) pCry) = p(y,x);

(i) p(=x,y) = p(x, y);

(iv) p(ax + By, z) < p(x,z) + p(y,z), untuk setiapa, § = 0, + f = 1.
Dalam hal kondisi (iv), diganti dengan

(v) plax+ By,z) < ap(x,z) + Bp(y,z), untuk setiapa, $ = 0, a + B =1,
modular-2 p dikatakan konveks.

Pasangan (X, p) disebut sebagai ruang modular-2.

Diberikan (X, p) ruang modular-2.
(i) Barisan (x,) di dalam X dikatakan konvergen modular-2 (konvergen-p), jika
lim p(x, —x,z) = 0.
n—oo
untuk setiap z € X.
(ii) Barisan (x,) disebut barisan Cauchy modular-2 (Cauchy-p), jika

lim p(x, —xm,2z) = 0.
n,m-oo

untuk setiap z € X.
(iii) Xdikatakan lengkap modular-2 (lengkap-p), jika setiap barisan Cauchy-p di X, konvergen-
pkex € X.
(iv) Modular p dikatakan memenuhi kondisi-A,, jika terdapat R > 0, sehingga untuk setiap
x,y € X berlaku p(2x,y) < Rp(x,y). Selanjutnya dalam penelitian ini R disebut
konstanta kondisi-A,.

Selanjutnya di definisikan
X, = {x € X: p(Ax,y) < oo,untuk suatud > 0,setiap y € X}

Dapat dibuktikan bahwa X,, merupakan ruang linear real dan (X ,p) ruang modular-2.

Pada Kir & Kiziltunc [10], MalCeski [11] dan Stephen & Nelson [12] telah dibahas mengenai
teorema titik tetap ada ruang bernorma-2. Penelitian mengenai teorema titik tetap dapat
dilihat pada [13-16]. Pada penelitian ini akan dibahas teorema titik tetap Chattrejea pada ruang
modular-2. Akan dibuktikan teorema eksistensi dan ketunggalannya.

Metode

Penelitian ini merukan penelitian studi literatur. Penelitian dilakukan dengan
mengkonstruksi teorema titik tetap Chattrejea pada ruang modular-2.

Hasil dan Pembahasan

Berikut diberikan hasil penelitian mengenai teorema titik tetap Chattrejea pada ruang
modular-2.

Teorema 1. Diberikan (X ,p) ruang modular-2 lengkap dengan p memenuhi kondisi-A,. Jika
pemetaan T: X, — X, memenuhi

p(T(x) =T¥),z) < Blp(x =T(y),z) + p(y = T(x), 2]
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untuk setiap x,y,z € Xp, dengan f € [0, i), R konstanta kondisi-A,, maka T memiliki titik
tetap tunggal.
Bukti. Di ambil x,, € X, dibentuk barisan (x,,) di dalam X, dengan
Xn = T(xn_l) = Tn(xO),n = 1,2,3, sl
Diketahui p memenuhi kondisi-A, dengan konstanta R, maka

p(xn - xn+1rz) = p(T(xn—l) - T(xn)'z)
< BloGen-1 =T, z) + plxn = T(xp-1),2 )]
= Blo(xn-1 — xXn41,2) + p(x, — xp,2)]
=pp(Xn-1 — Xn+1,2)

1 1
= Bp (E (Z(Xn—l - xn)) + 2 (Z(Xn - xn+1)),z )

< .BP(Z(xn—l - xn),z) + ,0( Z(xn - xn+1),z)
< BRp(xn—l — Xn, Z) + BRP(Xn - xn+1'z)

Dengan demikian diperoleh
(1 - .BR)p(xn - xn+1rz) }? ﬂRp(xn—l - xan)
S p(xp — Xpt1,2) < 1- BR
BR

Karena f§ € [0, %) maka k = TR € [0,1), sehingga diperoleh

p(xn - xn+1rz) <k p(xn—l - xn,z)
< kzp(xn—z — Xn_1,%)
< kzp(xn—z — Xp-1,7)

p(xn—l — Xn, Z)'

< k™p(xy — xq, Z).

Selanjutnya, untuk sebarang m,n € N, dengan m > n, h = m — n, berlaku
,D(Xn - xm:Z) = p((xn - xn+1) + (xn+1 - xn+2) + et (xm—l - xm) :Z)

1 1 1
=p (g (Ao = xn4)) 5 (hGins1 = %n42)) A+t 4 (Rt = X)) 'Z)

< p(h(xp — xp41),2) + p(h(xpy1 — Xp42),2) + -+ p(h(Xpm—1 — X)), 2)
< p(zw(xn - xn+1): Z) + p(ZW(Xn_,_l - xn+2): Z) + -
+p(2Y (X1 — Xm), Z),suatuw € N
< Rw[p(xn - xn+1,z) + p(xn+1 - xn+2:Z) + -t p(xm—l — Xm, Z)]
<SRYEM1+k?>+ k3 + - ]p(xg — x1,2)
1
= RWk" (m) p(xo - Xl,Z).
Dengan demikian

lim p(x, —xm,2z) =0.
n,m—oo

Dapat disimpulkan bahwa barisan (x,,) merupakan barisan Cauchy-p. Mengingat X, lengkap-
p maka barisan (x,) konvergen-p ke x € X, atau
rllirrgop(xn —-x,z) =0.

Selanjutnya akan ditunjukan bahwa x merupakan titik tetap T. Diperhatikan bahwa

1 1
pIr) = x,2) = p (5 (200 = x01)) + 5 (2011 — 1)), 7)

< pQ(T(x) — xn),2) + p(2(xp41 — %), 2)

< Rp(T(x) — Xn41,2) + Rp(xp41 — X, 2)

= Rp(T(x) — T(xp),2) + Rp(xpy1 — x,2)

< RBlp(x = T(xy),2) + p(xn — T(x),2)] + Rp(xp41 — x,2)
=RBlp(x —x. .. 2) + p(x.. —x+x—T(x), 2+ Ro(Xer1 —x,.2)
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1 1
= RB |p(x = xns0,2) + p (5 2000 = 1) + 5 0 = T2 )|
+ Rp(xn+1 - X Z)
< RB[p(x = ns1,2) + 20t = 1),2) + p(2(x = T()), 2)] + R tnss = ,2)
RBl(x = X 11,2) + Rp(tn = x,2) + Rp(x = T(), )] + Rty — %,2)
RBp(x — Xp11,2) + R?*Bp(xy, — x,2) + R*Pp(x — T(x),2) + Rp(Xp4+1 — X, 2)

hIA I

Jika diambil n — oo diperoleh
p(T(x) —x,2) < R?*Bp(x — T(x),2z)

Pertidaksamaan ini bernilai benar jika p(x — T (x), z) = 0, dengan kata lain T'(x) = x. Terbukti
x titik tetap T. Selanjutnya akan di tunjukan bahwa titik tetapnya tunggal. Misalkan x’ # x juga
merupakan titik tetap T. Diperhatikan bahwa x’ = T(x"), dan berlaku
p(x—x',z) = p(T(x) = T(x"),2)

<Blp(x =T(x),z) + p(x" = T(x), 2]

=plp(x —x',2) + p(x’ — x,2)]

= Zﬁp(x - x',z)
Dengan demikian p(x — x',z) = 0. Artinya x = x', dengan kata lain titik tetap T tunggal.

Simpulan

Dapat dikontruksikan dan dapat dibuktikan teorema titik tetap Chattereja pada ruang
modular-2.
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