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Pendahuluan 

Salah satu topik penelitian dalam analisis fungsional adalah mengenai pemetaan kontraksi 
Banach yang merupakan sumber dari konsep teori titik tetap. Salah satu cabang topik 
penelitiannya adalah perumuman mengani prinsip  pemetaan kontraksi Banach [1].  

Diberikan (𝑋, 𝑑) ruang metrik lengkap, pada [2][3], menyampaikan bahwa Chattrejea 
menyelidiki eksistensi dan ketunggalan titik tetap untuk pemetaan 𝑇: 𝑋 → 𝑋 yang memenuhi  

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝛼[𝑑(𝑥, 𝑇(𝑦)) + 𝑑(𝑦, 𝑇(𝑥))] 

untuk  setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, dengan 𝛼 ∈ [0,
1

2
).  

Pada tahun 1964, Gahler memperkenalkan konsep norma-2[4]. Diberikan 𝑋 ruang linear 
real dengan dim(𝑋) ≥ 2. Fungsional ‖. , . ‖: 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞) dikatakan norma-2, jika untuk 
setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ berlaku 
(i) ‖𝑥, 𝑦‖ = 0 ⇔ 𝑥, 𝑦 𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑡𝑎𝑘 𝑏𝑒𝑏𝑎𝑠 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟; 
(ii) ‖𝑥, 𝑦‖ = ‖𝑦, 𝑥‖; 
(iii) ‖𝛼𝑥, 𝑦‖ = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖; 
(iv) ‖𝑥 + 𝑦, 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑧‖ + ‖𝑦, 𝑧‖. 
Pasangan (𝑋, ‖. , . ‖) selanjutnya disebut ruang bernorma-2.  
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Eksistensi dari suatu titik tetap merupakan salah satu  tema penelitian 
pada analisis fungsional. Dengan semakin banyak munculnya ruang 
abstrak-ruang abtrak baru yang di kembangkan maka penelitian 
mengenai eksitensi titik tetap pada suatu pemetaan pada ruang 
abstrak tersebut juga menjadi topik penelitian yang menarik.  

Terdapat berbagai teorema ataupun kondisi yang menjamin adanya 
titik tetap. Pada artikel ini, memperkenalan dan membuktikan 
mengenai teorema titik tetap Chatterjea pada ruang modular-2 (𝑋𝜌 , 𝜌). 

Modular-2 merupakan pengembangan dari modular. Kondisi penting 
yang dapat menjamin eksistensi ketunggalan suatu titik tetap adalah 
sifat kelengkapan modular-2 pada 𝑋𝜌 dan terpenunihnya kondisi-Δ2 

pada 𝜌. 

 

Chatterjea fixed point theorem on 2-modular Spaces 

 
In this article, we introduce and prove the Chatterjea fixed point 
theorem on 2-modular spaces. 

This is an open-access article under the CC–BY-SA license.  
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Misiak[5] memperumum konsep norma-2 menjadi konsep norma-n. Selanjutnya Nakano 
pada tahun 1943 memperkenalkan konsep modular yang merupakan perumuman dari konsep 
norma dan pada tahun 1959, Musielak dan Orlicz pada ruang linear real [6]. Penelitian 
mengenai sifat-sifat ruang modular di bahas antara lain pada[7] .Mengikuti konsep norma-n, 
Nourozi dan Shabanian pada tahun 2009 memperkenalkan konsep modular-n[8]. Pada [9], 
telah di teliti mengenai sifat-sifat para ruang modular-2.  Diberikan 𝑋 ruang linear real dengan 
dim(𝑋) ≥ 2. Fungsional 𝜌(. , . ): 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞) dikatakan norma-2, jika untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  
berlaku 
(i) 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥, 𝑦 𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑡𝑎𝑘 𝑏𝑒𝑏𝑎𝑠 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟; 
(ii) 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥); 
(iii) 𝜌(−𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑥, 𝑦); 
(iv) 𝜌(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑦, 𝑧), untuk setiap 𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝛼 + 𝛽 = 1. 
Dalam hal kondisi (iv), diganti dengan  
(v) 𝜌(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧) ≤ 𝛼𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝛽𝜌(𝑦, 𝑧), untuk setiap 𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝛼 + 𝛽 = 1, 
modular-2 𝜌 dikatakan konveks.  
Pasangan (𝑋, 𝜌) disebut sebagai ruang modular-2.  
 
Diberikan (𝑋, 𝜌) ruang modular-2. 
(i) Barisan (𝑥𝑛) di dalam 𝑋 dikatakan konvergen modular-2 (konvergen-𝜌), jika 

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧) = 0. 

  untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑋. 
(ii) Barisan (𝑥𝑛) disebut barisan Cauchy modular-2 (Cauchy-𝜌), jika 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 , 𝑧) = 0. 

   untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑋. 
(iii) 𝑋dikatakan lengkap modular-2 (lengkap-𝜌) , jika setiap barisan Cauchy-𝜌 di 𝑋, konvergen-

𝜌 ke 𝑥 ∈ 𝑋. 
(iv) Modular 𝜌 dikatakan memenuhi kondisi-Δ2, jika terdapat 𝑅 > 0, sehingga untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 berlaku 𝜌(2𝑥, 𝑦) ≤ 𝑅𝜌(𝑥, 𝑦). Selanjutnya dalam penelitian ini 𝑅 disebut 
konstanta kondisi-Δ2. 
 

 
Selanjutnya di definisikan  

𝑋𝜌 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝜌(𝜆𝑥, 𝑦) < ∞, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢 𝜆 > 0, 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑦 ∈ 𝑋} 

Dapat dibuktikan bahwa 𝑋𝜌 merupakan ruang linear real dan (𝑋𝜌, 𝜌) ruang modular-2. 

 
Pada Kir & Kiziltunc [10], Malčeski [11] dan Stephen & Nelson [12] telah dibahas mengenai 
teorema titik tetap ada ruang bernorma-2. Penelitian mengenai teorema titik tetap dapat 
dilihat pada [13-16]. Pada penelitian ini akan dibahas teorema titik tetap Chattrejea pada ruang 
modular-2. Akan dibuktikan teorema eksistensi dan ketunggalannya. 

Metode  

Penelitian ini merukan penelitian studi literatur. Penelitian dilakukan dengan 
mengkonstruksi teorema titik tetap Chattrejea pada ruang modular-2.  

Hasil dan Pembahasan 

Berikut diberikan hasil penelitian mengenai teorema titik tetap Chattrejea pada ruang 
modular-2. 

Teorema 1. Diberikan (𝑋𝜌, 𝜌) ruang modular-2 lengkap dengan 𝜌 memenuhi kondisi-Δ2. Jika 

pemetaan 𝑇: 𝑋𝜌 → 𝑋𝜌 memenuhi 

𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦), 𝑧) ≤ 𝛽[𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑦), 𝑧) +  𝜌(𝑦 − 𝑇(𝑥), 𝑧] 
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 untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋𝜌, dengan 𝛽 ∈ [0,
1

2𝑅
), 𝑅 konstanta kondisi-Δ2, maka 𝑇 memiliki titik 

tetap tunggal. 
Bukti. Di ambil 𝑥0 ∈ 𝑋𝜌, dibentuk barisan (𝑥𝑛) di dalam 𝑋𝜌 dengan  

𝑥𝑛 = 𝑇(𝑥𝑛−1) = 𝑇𝑛(𝑥0), 𝑛 = 1,2,3, ⋯. 
Diketahui 𝜌 memenuhi kondisi-Δ2 dengan konstanta 𝑅, maka  
 
𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) = 𝜌(𝑇(𝑥𝑛−1)   − 𝑇(𝑥𝑛), 𝑧) 

≤ 𝛽[𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑇(𝑥𝑛), 𝑧 ) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑇(𝑥𝑛−1), 𝑧 )] 
= 𝛽[𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛+1, 𝑧 ) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 , 𝑧 )] 
= 𝛽𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛+1, 𝑧 ) 

= 𝛽𝜌 (
1

2
(2(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛)) +

1

2
(2(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1)), 𝑧 ) 

≤ 𝛽𝜌(2(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛), 𝑧) + 𝜌( 2(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1), 𝑧 ) 
≤ 𝛽𝑅𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛, 𝑧) + 𝛽𝑅𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) 

 
Dengan  demikian diperoleh 

(1 − 𝛽𝑅)𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) ≤ 𝛽𝑅𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛 , 𝑧) 

⇔ 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) ≤
𝛽𝑅

1 − 𝛽𝑅
 𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛 , 𝑧). 

Karena 𝛽 ∈ [0,
1

2𝑅
), maka 𝑘 =

𝛽𝑅

1−𝛽𝑅
∈ [0,1),  sehingga diperoleh 

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) ≤ 𝑘 𝜌(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛 , 𝑧) 
≤ 𝑘2𝜌(𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−1, 𝑧) 
≤ 𝑘2𝜌(𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−1 , 𝑧) 
⋮ 
≤ 𝑘𝑛𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧). 

 
Selanjutnya, untuk sebarang 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, dengan 𝑚 > 𝑛, ℎ = 𝑚 − 𝑛, berlaku 

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 , 𝑧) =  𝜌((𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1) + (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2) + ⋯ + (𝑥𝑚−1 − 𝑥𝑚) , 𝑧) 

= 𝜌 (
1

ℎ
(ℎ(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1)) +

1

ℎ
(ℎ(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2))    + ⋯ +

1

ℎ
(ℎ(𝑥𝑚−1 − 𝑥𝑚)) , 𝑧) 

≤ 𝜌(ℎ(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1), 𝑧) + 𝜌(ℎ(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2), 𝑧) + ⋯ + 𝜌(ℎ(𝑥𝑚−1 − 𝑥𝑚), 𝑧) 
≤ 𝜌(2𝑤(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1), 𝑧) + 𝜌(2𝑤(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2), 𝑧) + ⋯

+ 𝜌(2𝑤(𝑥𝑚−1 − 𝑥𝑚), 𝑧), 𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢 𝑤 ∈ ℕ  
≤ 𝑅𝑤[𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+2, 𝑧) + ⋯ + 𝜌(𝑥𝑚−1 − 𝑥𝑚 , 𝑧)] 
≤ 𝑅𝑤𝑘𝑛[1 + 𝑘2 + 𝑘3 + ⋯ ]𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧) 

= 𝑅𝑤𝑘𝑛 (
1

1 − 𝑘 
) 𝜌(𝑥0 − 𝑥1, 𝑧). 

Dengan demikian 
lim

𝑛,𝑚→∞
𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 , 𝑧) = 0. 

Dapat disimpulkan bahwa barisan (𝑥𝑛) merupakan barisan Cauchy-𝜌. Mengingat 𝑋𝜌 lengkap-

𝜌 maka barisan (𝑥𝑛) konvergen-𝜌 ke 𝑥 ∈ 𝑋𝜌, atau 

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑧) = 0. 

Selanjutnya akan ditunjukan bahwa 𝑥 merupakan titik tetap 𝑇. Diperhatikan bahwa 

𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑥, 𝑧) = 𝜌 (
1

2
(2(𝑇(𝑥) − 𝑥𝑛+1)) +

1

2
(2(𝑥𝑛+1 − 𝑥)), 𝑧) 

≤ 𝜌(2(𝑇(𝑥) − 𝑥𝑛), 𝑧) + 𝜌(2(𝑥𝑛+1 − 𝑥), 𝑧) 
≤ 𝑅𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑥𝑛+1, 𝑧) + 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 
= 𝑅𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑥𝑛), 𝑧) + 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 
≤ 𝑅𝛽[𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥𝑛), 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑇(𝑥), 𝑧)] + 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 
= 𝑅𝛽[𝜌(𝑥 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) + 𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧)] + 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 
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= 𝑅𝛽 [𝜌(𝑥 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) + 𝜌 (
1

2
(2(𝑥𝑛 − 𝑥) +

1

2
(2(𝑥 − 𝑇(𝑥))), 𝑧)]

+ 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 

≤  𝑅𝛽[𝜌(𝑥 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) + 𝜌(2(𝑥𝑛 − 𝑥), 𝑧) + 𝜌(2(𝑥 − 𝑇(𝑥)), 𝑧)] + 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 

≤  𝑅𝛽[𝜌(𝑥 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) + 𝑅𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥 , 𝑧) + 𝑅𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧)] + 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 
= 𝑅𝛽𝜌(𝑥 − 𝑥𝑛+1, 𝑧) + 𝑅2𝛽𝜌(𝑥𝑛 − 𝑥 , 𝑧) + 𝑅2𝛽𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) + 𝑅𝜌(𝑥𝑛+1 − 𝑥, 𝑧) 

 
Jika diambil 𝑛 → ∞ diperoleh 

𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑥, 𝑧) ≤ 𝑅2𝛽𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) 
Pertidaksamaan ini bernilai benar jika 𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥), 𝑧) = 0, dengan kata lain 𝑇(𝑥) = 𝑥. Terbukti 
𝑥 titik tetap 𝑇. Selanjutnya akan di tunjukan bahwa titik tetapnya tunggal. Misalkan 𝑥′ ≠ 𝑥 juga 
merupakan titik tetap 𝑇. Diperhatikan bahwa 𝑥′ = 𝑇(𝑥′), dan berlaku 
𝜌(𝑥 − 𝑥′, 𝑧) = 𝜌(𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑥′), 𝑧) 

≤ 𝛽[𝜌(𝑥 − 𝑇(𝑥′), 𝑧) + 𝜌(𝑥′ − 𝑇(𝑥), 𝑧] 
= 𝛽[𝜌(𝑥 − 𝑥′, 𝑧) + 𝜌(𝑥′ − 𝑥, 𝑧)] 
= 2𝛽𝜌(𝑥 − 𝑥′, 𝑧) 

Dengan demikian 𝜌(𝑥 − 𝑥′, 𝑧) = 0. Artinya 𝑥 = 𝑥′, dengan kata lain titik tetap 𝑇 tunggal.  

Simpulan 

Dapat dikontruksikan dan dapat dibuktikan teorema titik tetap Chattereja pada ruang 
modular-2. 
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