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Abstrak. Metode numerik, seperti metode finite difference, finite element dan Fourier, untuk
menyelesaikan persamaan Schrodinger telah banyak digunakan sebelumnya. Metode finite
difference time domain (FDTD) telah dikembangkan oleh Sudiarta dan Geldart (2007).
Metode FDTD telah berhasil diaplikasikan untuk berbagai sistem kuantum, satu partikel
ataupun lebih. Salah satu kelemahan metode FDTD adalah pada kasus tertentu seperti
potensial kotak dan potensial osilator harmonik ditemukan iterasi FDTD lebih lambat
menuju konvergen sehingga memerlukan waktu komputasi yang lebih lama. Untuk
mengatasi hal tersebut, metode relaksasi Gauss-Seidel digunakan. Pada paper ini, metode
relaksasi diaplikasikan untuk menyelesaikan persamaan Schrodinger satu partikel pada
berbagai potensial.

Kata kunci: persamaan Schrodinger, metode relaksasi Gauss-Seidel, metode FDTD.

Abstract. Numerical methods, such as finite difference, finite element and Fourier methods
to solve the Schrodinger equation have been used previously. The finite difference time
domain (FDTD) method has been developed by Sudiarta and Geldart (2007). The FDTD
method has been successfully applied to various quantum systems, for one particle or more.
One of the weaknesses of the FDTD method is that in certain cases such as the box potential
and harmonic oscillator it has been found that FDTD iterations are slower to converge and
thus require longer computation time. To overcome this, the relaxation Gauss-Seidel method
can be used. In this paper, the relaxation method was applied to solve the Schrodinger
equation for one particle in various potential wells.

Keywords: Schrédinger equation, relaxation Gauss-Seidel method, FDTD method.

I. Pendahuluan

Persamaan Schrodinger merupakan persamaan diferensial orde dua yang menggambarkan segala
keadaan sistem kuantum. Jika fungsi energi potensial untuk sistem telah diketahui, kita dapat menyelesaikan
persamaan dan mendapatkan fungsi gelombang serta energi dari keadaan yang diperbolehkan untuk sistem
[1]. Namun, pada kenyataannya persamaan Schrodinger tidak mudah diselesaikan secara analitik, sehingga
metode numerik perlu diterapkan untuk mendapatkan solusinya.

Metode numerik, seperti metode finite difference (FD), finite element (FE), dan Fourier, untuk
menyelesaikan persamaan Schrodinger telah banyak digunakan sebelumnya [2-6]. Metode finite difference
time domain (FDTD) telah berhasil dikembangkan [7-9] untuk menyelesaikan persamaan Schrodinger
dimensi satu, dua, dan tiga. Penyelesaian persamaan Schrédinger oleh Sudiarta dan Geldart [9] dilakukan
dengan cara mengubah persamaan Schrodinger menjadi persamaan difusi dengan cara mentransformasi
waktu real menjadi waktu imajiner. Persamaan difusi kemudian digunakan untuk mendapatkan keadaan
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ground state (keadaan dasar) dan excited state (keadaan tereksitasi). Salah satu masalah yang menjadi
kelemahan metode FDTD adalah pada kasus tertentu ditemukan iterasi FDTD lebih lambat menuju
konvergen sehingga memerlukan waktu komputasi yang lebih lama. Untuk mengatasi hal tersebut, metode
relaksasi Gauss-Seidel dapat digunakan.

Metode Relaksasi telah diterapkan untuk menghitung fungsi eigen dan nilai eigen dari persamaan
Schrodinger [10-11]. Tahun 2017 Schroeder [12] menggunakan metode relaksasi Gauss-Seidel untuk
mendapatkan ground state dari sistem kuantum. Untuk mencapai tujuan penelitiannya, Schroeder mengubah
bentuk persamaan Schrédinger menjadi persamaan Poisson.

Berdasarkan pada uraian yang telah diungkapkan, dalam paper ini akan diterapkan metode relaksasi
Gauss-Seidel untuk menyelesaikan persamaan Schrodinger satu partikel pada berbagai sumur potensial.
Algoritma dari metode relaksasi Gauss-Seidel dijelaskan pada bagian berikut ini,

Il. Metode Penelitian

Solusi persamaan Schrodinger menggunakan metode relaksasi Gauss-Seidel berawal dari penyelesaian
persamaan Poisson, agar lebih sederhana hanya ditinjau persamaan dimensi dua, yang berbentuk [13]

Vi (xy)=p(xy) @)

p(xy) adalah fungsi sumber. Untuk mempermudah dalam penulisan persamaan numerik, notasi
. =w(iAx, jAx) digunakan. Pendekatan beda hingga (finite difference) untuk Laplacian (Viw(x,y))

dengan spasi AX =AY vyaitu

Vi ) = a0 YWeans) Vi~ Vg TV
VZV/(i,J-) (L) (,12) (i+19) n (i.i-9) (sz) (i.j+1) )
(AX) (AX)
atau dapat dituliskan lebih sederhana dengan
4
2 —_— v/ p—
VV’(H)‘(AX)z[W(i,n Vi (3)
dengan 1,5(1-, j) merupakan nilai rata-rata bagian luar.
_ 1
Vi = Z('/’a—l,j) HWiay HWiorn Vi) (4)
Substitusi “persamaan (3)” ke “persamaan (1)” diperoleh persamaan numerik berikut ini.
. (ax)
Vi =Vii ~ i g ®)

dengan d adalah dimensi ruang, untuk kasus dimensi dua, d = 2. “Persamaan (5)” digunakan secara iteratif
dan bergiliran secara terus menerus sampai nilai v ;, tidak berubah atau mencapai nilai tetap atau keadaan

konvergen.

“Persamaan (5) dapat juga digunakan untuk menyelesaikan persamaan Schrodinger dengan cara terlebih
dahulu mengubah bentuk persamaannya.” Persamaan Schrédinger yang tidak bergantung waktu pada
dimensi dua diberikan oleh

—%szx(x, y)+V (% Y)w(xy)=Ew(xy) (6)

Agar lebih sederhana dalam perhitungannya, satuan atomik digunakan sehingga n=1 dan m=1 dan
persamaan Schrodinger dapat dituliskan menjadi

Vi (xy)=2[V(xy)-E]w(xy) ()

Memperhatikan “persamaan (1)” dan “persamaan (7)”, diperoleh bahwa
p(xy)=2[V(xy)-E]w(xy) ®)
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Persamaan numerik yang sesuai untuk persamaan Schrodinger (substitusi “persamaan (8)” ke “persamaan
(5)”) adalah

. (ax)
Vi =P =2V ~E)Ven g ©)
Setelah dengan manipulasi sederhana diperoleh persamaan numerik berikut ini.
_ Z8)
1+(Vy ) - E)TI

Persamaan (10) digunakan untuk menghitung fungsi gelombang secara iterasi dimulai dengan menggunakan
nilai E=0 dan Vi) bernilai bilangan acak. Pada setiap langkah iterasi nilai fungsi gelombang

dinormalisasi dengan skala

N (11)
ZZJ_:“/’@J')
Nilai energi dihitung dengan persamaan berikut ini.
H
E _{wIHly) 12)
(wlw)

Setelah mengikuti teknik yang diberikan oleh Sudiarta dan Geldart (2007), diperoleh persamaan numerik
untuk energi yaitu

1 ) [(‘/’a—m tWian PV Vi ‘4"’0,1))} .
22 VoV |1 (13)

E=—rF— ;
ZZ‘V/(U)‘ i Z(AX)
i

Setelah melakukan iterasi, seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1, fungsi gelombang dan energi mencapai
nilai konvergen atau energi keadaan dasar ketika perubahan energi sistem lebih kecil dari nilai toleransi (tol).
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Gambar 1. Proses komputasi numerik untuk mendapatkan fungsi gelombang dan energi keadaan dasar sistem kuantum

IlIl. Hasil Penelitian dan Pembahasan

Dalam penelitian ini diterapkan sistem kuantum satu partikel dalam dua jenis potensial yaitu potensial
kotak dan potensial osilator harmonik dimensi satu, dua dan tiga.

Potensial Kotak

Untuk menguji keakuratan hasil penelitian pada sistem satu partikel dalam potensial kotak, dibutuhkan
validasi dengan nilai eksak. Tabel 1 menunjukkan hasil numerik energi keadaan dasar pada ruang 1D, 2D
dan 3D. Hasil yang diperoleh menggunakan metode relaksasi Gauss-Seidel telah sesuai dengan nilai eksak
yang ada dengan perbedaan nilai energi sekitar 0,04%-0,48%. Fungsi gelombang keadaan dasar diperoleh
berdasarkan persamaan (10) yang bergantung pada nilai energi yang didapatkan sebelumnya. Kondisi syarat
batas (boundary condition) untuk fungsi gelombang pada dinding-dinding kotak adalah bernilai nol,
w(0) =y (@) =0.

Gambar 2 menunjukkan perbandingan hasil numerik fungsi gelombang keadaan dasar dengan solusi
analitik (eksak) untuk sebuah partikel di dalam potensial kotak 1D. Fungsi gelombang keadaan dasar 2D
diberikan pada gambar 3. Hasil stabil serta nilai konvergen diperoleh lebih cepat dibandingkan dengan
menggunakan metode FDTD sesuai dengan tabel 2. Berdasarkan gambar 2 dan 3 jelas terlihat bahwa hasil
numerik sangat sesuai dengan hasil eksak.

Tabel 1. Perbandingan hasil numerik energi keadaan dasar dengan nilai eksak untuk sebuah partikel di dalam potensial kotak 1D, 2D
dan 3D dengan panjang sisinya a =1

Dimensi Eo-Numerik Eo-Eksak AE (%)
1 4,934399 4,934802 0,04
2 9,866359 9,869604 0,32
3 14,799549 14,804406 0,48
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Tabel 2. Perbandingan jumlah iterasi menuju nilai konveren pada kasus potensial kotak menggunakan metode FDTD dengan
metode relaksasi Gauss-Seidel

Dimensi FDTD Relaksasi Gauss-Seidel
1 2191 806
2 3478 1444
3 2572 2151
—— Eksak
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Gambar 2. Perbandingan hasil numerik fungsi gelombang keadaan dasar dengan hasil eksak untuk sebuah partikel di dalam
potensial kotak 1D dengan panjang grid LX = 1, jumlah grid NX = 100, dengan spasi grid Ax = 0,01.
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Gambar 3. fungsi gelombang keadaan dasar untuk sebuah partikel di dalam potensial kotak 2D dengan panjang LX =1, NX =
50, NY = 50 dan spasi grid Ax = Ay =0,2.

Potensial Osilator Harmonik

Hasil numerik yang didapatkan menggunakan parameter yang sama pada kasus potensial kotak diberikan
pada tabel 2 untuk nilai energi keadaan dasar berbagai dimensi. Dalam Kasus potensial osilator harmonik,
nilai energi keadaan dasar yang diperoleh juga sesuai dengan nilai eksak. Fungsi gelombang keadaan dasar
pada Gambar 4 diperoleh dengan menyesuaikan parameter berupa jumlah grid NX = 100 dengan spasi grid
Ax=0,1. Perbandingan fungsi gelombang keadaan dasar untuk sebuah partikel dalam potensial osilator

harmonik 2D dan 3D dapat dilihat pada gambar 5 dan 6, gambar tersebut menunjukkan kesesuaian hasil
numerik dengan hasil eksak.
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harmonik 1D, 2D dan 3D dengan konstanta pegas k=1.

Dimensi Eo-Numerik Eo-Eksak AE (%)

1 0,499687 0,50 0,03
2 0,989897 1,00 1,01
3 1,496241 1,50 0,37
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Gambar 4. Perbandingan hasil numerik fungsi gelombang keadaan dasar dengan hasil eksak untuk sebuah partikel dalam
potensial osilator harmonik 1D dengan LX = 10, NX = 100 dengan spasi grid = 0,1 untuk 1000 Kali iterasi.
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Gambar 5. fungsi gelombang keadaan dasar untuk sebuah partikel dalam potensial osilator harmonik 2D dengan panjang grid ke

arah sumbu x dan y dibuat sama yaitu LX = LY = 20, jumlah grid NX = NY = 50 dan spasi grid Ax =Ay = 0,4.
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Gambar 6. Perbandingan hasil numerik fungsi gelombang keadaan dasar sebagai fungsi r dengan hasil eksak untuk sebuah
partikel dalam potensial osilator harmonik 3D. Parameter yang digunakan yaitu NX = NY = NZ = 50, spasi grid
AX=Ay=Az=0,2.

IV. Kesimpulan

Metode numerik relaksasi Gauss-Seidel telah berhasil diaplikasikan untuk menyelesaikan persamaan
Schrodinger untuk sistem satu partikel di dalam potensial pada dimensi satu, dua dan tiga. Langkah awal
yang dilakukan pada metode relaksasi ini adalah memodifikasi persamaan Schrodinger sehingga membentuk
sebuah persamaan Poisson. Kemudian dari persamaan Poisson diterapkan metode relaksasi yang banyak
ditemukan di buku teks metode numerik. Algoritma numerik dengan metode relaksasi ditemukan efisien,
stabil, akurat dan pemrograman yang sederhana tanpa memerlukan latar belakang komputasi numerik yang
banyak.
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