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Pendahuluan 

Matematika merupakan salah satu anggota dari ilmu eksakta yang memiliki peranan sangat 
penting bagi perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi [1]. Matematika merupakan ilmu 
yang dapat melatih kemampuan untuk berpikir secara kritis, logis, kreatif, cermat, dan teliti [2] 
sehingga dapat menjadi pemecah masalah yang baik [3]. Salah satu cabang dari matematika 
yang dapat mendukung tercapainya kemampuan tersebut adalah teori graf. Graf 𝐺 adalah 
pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 adalah himpunan tak kosong dengan elemen-elemennya 
disebut titik (vertex) dan 𝐸 adalah himpunan dengan elemen-elemennya adalah pasangan tak 
terurut dua elemen berbeda dari 𝑉 yang disebut sisi (edge). Himpunan titik dari graf 𝐺 
dinotasikan dengan 𝑉(𝐺), sedangkan himpunan sisi dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐸(𝐺) [4].  
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Dimensi metrik dari graf terhubung 𝐺 adalah kardinalitas dari 
himpunan pembeda minimum dari 𝐺, dimana 𝑊 disebut himpunan 
pembeda dari 𝐺 jika 𝑟(𝑣|𝑊) berbeda untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Penelitian 
ini bertujuan untuk menentukan dimensi metrik dari graf jaring laba-
laba 𝑅𝑛,𝑚. Graf jaring laba-laba dikonstruksi dari graf bintang 𝑆𝑛 

sebanyak 1 dan graf sikel 𝐶𝑛 sebanyak 𝑚. Konstruksi graf tersebut 
melibatkan definisi dari 𝐶𝑛(𝑚) yang menyatakan graf sikel 𝐶𝑛 ke-𝑚, 

dengan 𝑉(𝐶𝑛(𝑚)) = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} dan 𝑉(𝑆𝑛) = {𝑢, 𝑎𝑚1,

𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} dengan 𝑢 sebagai titik pusatnya, dimana 𝑚 ∈ ℕ 
dan 𝑛 ≥ 3. Dari hasil penelitian, diperoleh  dimensi metrik dari graf 
jaring laba-laba 𝑅𝑚,𝑛 adalah 3. 

 

Metric dimension of spider web graph 

The metric dimension of the connected graph 𝐺 is a cardinality of the 
minimum distinguishing set of 𝐺, where 𝑊 is called the distinguishing 
set of 𝐺 if 𝑟(𝑣|𝑊) is different for each 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). This research aims to 
determine the metric dimension of spider web graph 𝑅𝑛,𝑚. The spider 

web graph is constructed from a star graph 𝑆𝑛 and 𝑚 cycle graph 𝐶𝑛. 
The graph construction involves the definition of 𝐶𝑛(𝑚) which 

represents the 𝑚𝑡ℎ cycle graph 𝐶𝑛, where 𝑉(𝐶𝑛(𝑚)) = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2,

𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} and 𝑉(𝑆𝑛) = {𝑢, 𝑎𝑚1 , 𝑎𝑚2 , 𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} with 𝑢 as 
the center point, where 𝑚 ∈ ℕ and 𝑛 ≥ 3. Based on the results of this 
research, the metric dimension of spider web graph 𝑅𝑚,𝑛 is 3.  
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Salah satu topik penelitian dalam teori graf yang telah berkembang adalah dimensi metrik. 
Topik ini pertama kali diperkenalkan oleh Slater [5] dan secara terpisah oleh Harary dan 
Melter [6] pada jurnal yang berjudul on the metric dimension of a graph. Misalkan 𝐺 adalah 
suatu graf terhubung dan 𝑢 dan 𝑣 adalah titik-titik dalam 𝐺, maka panjang lintasan terpendek 
dari 𝑢 ke 𝑣 pada 𝐺 dinotasikan 𝑑(𝑢, 𝑣). Jika 𝑊 = {𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑘} adalah suatu himpunan terurut 
dari titik-titik dalam graf terhubung 𝐺 dan titik 𝑣 di 𝑉(𝐺), maka representasi dari titik 𝑣 

terhadap 𝑊 adalah 𝑟(𝑣|𝑊) = (𝑑(𝑣, 𝑤1), (𝑣, 𝑤2), … , (𝑣, 𝑤𝑘)). Jika 𝑟(𝑣|𝑊) berbeda untuk setiap 

𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), maka 𝑊 disebut himpunan pembeda dari 𝐺. Himpunan pembeda dengan 
kardinalitas minimum dari 𝐺 disebut himpunan pembeda minimum atau basis dari 𝐺. 
Kardinalitas dari himpunan pembeda minimum tersebut disebut dengan dimensi metrik dari 
𝐺, dan dinotasikan dengan dim 𝐺 [7]. 

Beberapa penelitian terdahulu mengenai dimensi metrik dari beberapa jenis graf adalah 
karakterisasi dimensi metrik dari graf lintasan dan pengelompokan nilai dimensi metrik dari 
graf terhubung [7], dimensi metrik dari graf yang memiliki titik berderajat satu [8], dimensi 
metrik dari graf lobster 𝐿𝑛(𝑞; 𝑟) [9], dimensi metrik dari graf dual antiprisma [10], dimensi 
metrik dari graf bipartit reguler [11], dimensi metrik pada graf buku ganda [12], dimensi 
metrik lokal pada graf antiprisma dan graf Sun [13], dimensi metrik dan dimensi partisi dari 
famili graf tangga [14], dimensi metrik dari beberapa graf yang memuat siklus dan nilai 
dimensi metriknya konstan [15], dimensi metrik dan non-isolated resolving number pada 
beberapa graf khusus [16], dan dimensi metrik dari graf 𝑊𝑛 + 𝐶𝑛 untuk 𝑛 = 3, 4 [17]. 
Berdasarkan penjelasan di atas, penulis tertarik untuk meneliti mengenai dimensi metrik dari 
graf jaring laba-laba. 

Metode  

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini dapat dirumuskan sebagai berikut :  
1.  Mengkonstruksi graf jaring laba-laba dari graf bintang dan graf sikel. 
2.  Menentukan batas bawah dan batas atas dari dimensi metrik graf jaring laba-laba. 
3.  Menentukan nilai dari dimensi metrik graf jaring laba-laba. 

Graf Khusus 

Definisi 1. Graf path adalah graf dengan order 𝑛 ≥ 1 dan terdiri atas satu path. Graf path 
dengan order 𝑛 dinotasikan dengan 𝑃𝑛. 

 
                   Gambar 1. Graf Path 𝑃5 

Teorema 2. Graf G merupakan graf path jika dan hanya jika dim = 1 [6]. 

Definisi 3. Graf sikel adalah graf dengan order 𝑛 ≥ 3 dan terdiri atas satu sikel. Graf sikel 
dengan order 𝑛 dinotasikan dengan 𝐶𝑛. 

 
                     Gambar 2. Graf Sikel 𝐶6 
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Definisi 4. Graf bipartit lengkap adalah graf dengan setiap titik pada 𝑉1(𝐺) terhubung dengan 
setiap titik pada 𝑉2(𝐺). Graf bipartit lengkap dengan |𝑉1(𝐺)| = 𝑚 dan |𝑉2(𝐺)| = 𝑛 
dinotasikan dengan 𝐾𝑚,𝑛. 

 
                                  Gambar 3. Graf Bipartit Lengkap 𝐾2,3 

Definisi 5. Graf bintang adalah graf bipartit lengkap 𝐾1,𝑛 dan dinotasikan dengan 𝑆𝑛.   

 
Gambar 4. Graf Bintang 𝑆9 

Graf Jaring Laba-Laba 

Ambil sebarang graf bintang 𝑆𝑛 sebanyak 1 dan graf sikel 𝐶𝑛 sebanyak 𝑚. Misalkan notasi 

𝐶𝑛(𝑚) menyatakan graf sikel 𝐶𝑛 ke-𝑚, dengan 𝑉(𝐶𝑛(𝑚)) = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} dan 

𝑉(𝑆𝑛) = {𝑢, 𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} dengan 𝑢 sebagai titik pusatnya, dimana 𝑚 ∈ ℕ dan 
𝑛 ≥ 3. Selanjutnya, akan dikonstruksi graf jaring laba-laba yang dinotasikan dengan 𝑅𝑚,𝑛 

sebagai berikut : 
1. Tempatkan graf 𝐶𝑛(1) pada pusat graf 𝑆𝑛 sedemikian hingga  

titik 𝑎11 terletak pada garis 𝑢𝑎𝑚1, 
titik 𝑎12 terletak pada garis 𝑢𝑎𝑚2, 
titik 𝑎13 terletak pada garis 𝑢𝑎𝑚3, 
  ⋮ 
titik 𝑎1𝑛 terletak pada garis 𝑢𝑎𝑚𝑛. 

2. Tempatkan graf 𝐶𝑛(2) pada pusat graf 𝑆𝑛 sedemikian hingga  
titik 𝑎21 terletak pada garis 𝑎11𝑎𝑚1, 
titik 𝑎22 terletak pada garis 𝑎12𝑎𝑚2, 
titik 𝑎23 terletak pada garis 𝑎13𝑎𝑚3, 
  ⋮ 
titik 𝑎2𝑛 terletak pada garis 𝑎1𝑛𝑎𝑚𝑛. 

3. Tempatkan graf 𝐶𝑛(3) pada pusat graf 𝑆𝑛 sedemikian hingga  
titik 𝑎31 terletak pada garis 𝑎21𝑎𝑚1, 
titik 𝑎32 terletak pada garis 𝑎22𝑎𝑚2, 
titik 𝑎33 terletak pada garis 𝑎23𝑎𝑚3, 
  ⋮ 
titik 𝑎3𝑛 terletak pada garis 𝑎2𝑛𝑎𝑚𝑛. 

http://u.lipi.go.id/1609767778
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                           ⋮ 
𝑚 − 1. Tempatkan graf 𝐶𝑛(𝑚 − 1) pada pusat graf 𝑆𝑛 sedemikian hingga  

titik 𝑎(𝑚−1)1 terletak pada garis 𝑎(𝑚−2)1𝑎𝑚1, 

titik 𝑎(𝑚−1)2 terletak pada garis 𝑎(𝑚−2)2𝑎𝑚2, 

titik 𝑎(𝑚−1)3 terletak pada garis 𝑎(𝑚−2)3𝑎𝑚3, 

  ⋮ 
titik 𝑎(𝑚−1)𝑛 terletak pada garis 𝑎(𝑚−2)𝑛𝑎𝑚𝑛. 

𝑚.   Konstruksi graf 𝐶𝑛(𝑚) dengan cara membuat garis 𝑎𝑚𝑗𝑎𝑚(𝑗+1), dengan 𝑗 ∈ {1, 2, 3,

… , 𝑛} dan 𝑎𝑚(𝑛+1) = 𝑎𝑚1.                  

Dengan demikian, diperoleh graf jaring laba-laba 𝑅𝑚,𝑛 seperti pada gambar berikut : 

 

Gambar 5. Graf Jaring Laba-Laba 𝑅𝑚,𝑛 

Hasil dan Pembahasan 

1. Konjektur dari Graf Jaring Laba-Laba 𝑹𝒎,𝒏 

 Misalkan 𝑊 adalah himpunan terurut dan 𝑊∗ adalah himpunan pembeda dari graf jaring 
laba-laba 𝑅𝑚,𝑛. Perhatikan bahwa graf jaring laba-laba 𝑅𝑚,𝑛 bukan graf path, maka berdasarkan 

Teorema 2, diperoleh dim 𝑅𝑚,𝑛  > 1. 
1.     Untuk  𝑛 = 3    

(𝑖).   Untuk 𝑚 = 2  

 

Gambar 6. Graf Jaring Laba-Laba 𝑅2,3 

Pilih 𝑊 = {𝑎21, 𝑎22, 𝑎23}, sehingga diperoleh 
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𝑟(𝑢|𝑊) = (𝑑(𝑢, 𝑎21), 𝑑(𝑢, 𝑎22), 𝑑(𝑢, 𝑎23)) = (2, 2, 2)  
𝑟(𝑎11|𝑊) = (𝑑(𝑎11, 𝑎21), 𝑑(𝑎11, 𝑎22), 𝑑(𝑎11, 𝑎23)) = (1, 2, 2)  
𝑟(𝑎12|𝑊) = (𝑑(𝑎12, 𝑎21), 𝑑(𝑎12, 𝑎22), 𝑑(𝑎12, 𝑎23)) = (2, 1, 2)  
𝑟(𝑎13|𝑊) = (𝑑(𝑎13, 𝑎21), 𝑑(𝑎13, 𝑎22), 𝑑(𝑎13, 𝑎23)) = (2, 2, 1)  
𝑟(𝑎21|𝑊) = (𝑑(𝑎21, 𝑎21), 𝑑(𝑎21, 𝑎22), 𝑑(𝑎21, 𝑎23)) = (0, 1, 1)  
𝑟(𝑎22|𝑊) = (𝑑(𝑎22, 𝑎21), 𝑑(𝑎22, 𝑎22), 𝑑(𝑎22, 𝑎23)) = (1, 0, 1)  
𝑟(𝑎23|𝑊) = (𝑑(𝑎23, 𝑎21), 𝑑(𝑎23, 𝑎22), 𝑑(𝑎23, 𝑎23)) = (1, 1, 0)  

Dengan demikian, 𝑊 = {𝑎21, 𝑎22, 𝑎23} = 𝑊∗ merupakan himpunan pembeda. Karena tidak 
dapat ditemukan 𝑊∗ yang lain dengan |𝑊∗| < 3, maka 𝑊∗ merupakan basis. Jadi, diperoleh 
dim 𝑅2,3 = 3. 

(𝑖𝑖).   Untuk 𝑚 = 4 

 
Gambar 7. Graf Jaring Laba-Laba 𝑅4,3 

Pilih 𝑊 = {𝑎41, 𝑎42, 𝑎43}, sehingga diperoleh 
𝑟(𝑢|𝑊) = (𝑑(𝑢, 𝑎41), 𝑑(𝑢, 𝑎42), 𝑑(𝑢, 𝑎43)) = (4, 4, 4)  

            𝑟(𝑎11|𝑊) = (𝑑(𝑎11, 𝑎41), 𝑑(𝑎11, 𝑎42), 𝑑(𝑎11, 𝑎43)) = (3, 4, 4)  
 𝑟(𝑎12|𝑊) = (𝑑(𝑎12, 𝑎41), 𝑑(𝑎12, 𝑎42), 𝑑(𝑎12, 𝑎43)) = (4, 3, 4)  
 𝑟(𝑎13|𝑊) = (𝑑(𝑎13, 𝑎41), 𝑑(𝑎13, 𝑎42), 𝑑(𝑎13, 𝑎43)) = (4, 4, 3)  
 𝑟(𝑎21|𝑊) = (𝑑(𝑎21, 𝑎41), 𝑑(𝑎21, 𝑎42), 𝑑(𝑎21, 𝑎43)) = (2, 3, 3)  
 𝑟(𝑎22|𝑊) = (𝑑(𝑎22, 𝑎41), 𝑑(𝑎22, 𝑎42), 𝑑(𝑎22, 𝑎43)) = (3, 2, 3)  
 𝑟(𝑎23|𝑊) = (𝑑(𝑎23, 𝑎41), 𝑑(𝑎23, 𝑎42), 𝑑(𝑎23, 𝑎43)) = (3, 3, 2)  
 𝑟(𝑎31|𝑊) = (𝑑(𝑎31, 𝑎41), 𝑑(𝑎31, 𝑎42), 𝑑(𝑎31, 𝑎43)) = (1, 2, 2)  
 𝑟(𝑎32|𝑊) = (𝑑(𝑎32, 𝑎41), 𝑑(𝑎32, 𝑎42), 𝑑(𝑎32, 𝑎43)) = (2, 1, 2)  
 𝑟(𝑎33|𝑊) = (𝑑(𝑎33, 𝑎41), 𝑑(𝑎33, 𝑎42), 𝑑(𝑎33, 𝑎43)) = (2, 2, 1)  
 𝑟(𝑎41|𝑊) = (𝑑(𝑎41, 𝑎41), 𝑑(𝑎41, 𝑎42), 𝑑(𝑎41, 𝑎43)) = (0, 1, 1)  
 𝑟(𝑎42|𝑊) = (𝑑(𝑎42, 𝑎41), 𝑑(𝑎42, 𝑎42), 𝑑(𝑎42, 𝑎43)) = (1, 0, 1)  
 𝑟(𝑎43|𝑊) = (𝑑(𝑎43, 𝑎41), 𝑑(𝑎43, 𝑎42), 𝑑(𝑎43, 𝑎43)) = (1, 1, 0)  

Dengan demikian, 𝑊 = {𝑎41, 𝑎42, 𝑎43} = 𝑊∗ merupakan himpunan pembeda. Karena tidak 
dapat ditemukan 𝑊∗ yang lain dengan |𝑊∗| < 3, maka 𝑊∗ merupakan basis. Jadi, diperoleh 
dim 𝑅4,3 = 3. 

 
 
 
 
(𝑖𝑖𝑖).   Untuk 𝑚 ∈ ℕ 
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Gambar 8. Graf Jaring Laba-Laba 𝑅𝑚,3 

  Pilih 𝑊 = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3}, sehingga diperoleh 
        𝑟(𝑢|𝑊) = (𝑑(𝑢, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑢, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑢, 𝑎𝑚3)) = (𝑚, 𝑚, 𝑚) 

  𝑟(𝑎11|𝑊) = (𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 1, 𝑚, 𝑚) 
        𝑟(𝑎12|𝑊) = (𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚3)) = (𝑚, 𝑚 − 1, 𝑚) 
                                                                    ⋮ 
                                                                    ⋮ 
        𝑟(𝑎𝑚2|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3)) = (1, 0, 1) 
        𝑟(𝑎𝑚3|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚3)) = (1, 1, 0) 
Dengan demikian, 𝑊 = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3} = 𝑊∗ merupakan himpunan pembeda. Karena tidak 
dapat ditemukan 𝑊∗ yang lain dengan |𝑊∗| < 3, maka 𝑊∗ merupakan basis. Jadi, diperoleh 
dim 𝑅𝑚,3 = 3. 

2. Untuk 𝑚 ∈ ℕ dan 𝑛 = 4 

 

Gambar 9. Graf Jaring Laba-Laba 𝑅𝑚,4 
        Pilih 𝑊 = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3}, sehingga diperoleh 

        𝑟(𝑢|𝑊) = (𝑑(𝑢, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑢, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑢, 𝑎𝑚3)) = (𝑚, 𝑚, 𝑚) 
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        𝑟(𝑎11|𝑊) = (𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 1, 𝑚, 𝑚 + 1) 

        𝑟(𝑎12|𝑊) = (𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚3)) = (𝑚, 𝑚 − 1, 𝑚) 

        𝑟(𝑎13|𝑊) = (𝑑(𝑎13, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎13, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎13, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 + 1, 𝑚, 𝑚 − 1) 

                                                                  ⋮ 
                                                                  ⋮ 

        𝑟(𝑎𝑚1|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚1, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚1, 𝑎𝑚3)) = (0, 1, 2)  

        𝑟(𝑎𝑚2|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3)) = (1, 0, 1)  

        𝑟(𝑎𝑚3|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚3)) = (2, 1, 0)  

Dengan demikian, 𝑊 = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3} = 𝑊∗ merupakan himpunan pembeda. Karena tidak 
dapat ditemukan 𝑊∗ yang lain dengan |𝑊∗| < 3, maka 𝑊∗ merupakan basis. Jadi, diperoleh 
dim 𝑅𝑚,4 = 3. 

3. Untuk 𝑚 ∈ ℕ dan 𝑛 ≥ 3 

 

Gambar 10. Graf Jaring Laba-Laba 𝑅𝑚,𝑛 
 
Berdasarkan pola di atas, dapat disimpulkan bahwa 𝑊 = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3} = 𝑊∗ merupakan 
himpunan pembeda. Karena tidak dapat ditemukan 𝑊∗ yang lain dengan |𝑊∗| < 3, maka 𝑊∗ 
merupakan basis. Jadi, diperoleh dim 𝑅𝑚,𝑛 = 3.  

2.  Dimensi Metrik dari Graf Jaring Laba-Laba 𝑹𝒎,𝒏 

Ambil sebarang graf bintang 𝑆𝑛 sebanyak 1 dan graf sikel 𝐶𝑛 sebanyak 𝑚. Misalkan notasi 

𝐶𝑛(𝑚) menyatakan graf sikel 𝐶𝑛 ke-𝑚, dengan 𝑉(𝐶𝑛(𝑚)) = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} dan 

𝑉(𝑆𝑛) = {𝑢, 𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3, …  , 𝑎𝑚𝑛} dengan 𝑢 sebagai titik pusatnya, dimana 𝑚 ∈ ℕ dan 
𝑛 ≥ 3. Misalkan 𝑊 adalah himpunan terurut dan 𝑊∗ adalah himpunan pembeda dari graf 𝑅𝑚,𝑛. 

Perhatikan bahwa graf 𝑅𝑚,𝑛 bukan graf path, maka berdasarkan Teorema 2, diperoleh dim 
𝑅𝑚,𝑛 > 1. 
1.  Untuk |𝑊| = 1 (tidak memenuhi berdasarkan Teorema 2) 

 Bukti : 

 (𝑖).  Jika 𝑊 memuat titik 𝑢, yaitu 𝑊 = {𝑢} 

          Perhatikan bahwa 𝑟(𝑎11|𝑊) = (1) 

                                 (𝑎12|𝑊) = (1)  

  Karena 𝑟(𝑎11|𝑊) = 𝑟(𝑎12|𝑊), maka 𝑊 dengan |𝑊| = 1 dan 𝑊 memuat titik 𝑢, bukan 

himpunan pembeda. 

 (𝑖𝑖).  Jika 𝑊 tidak memuat titik 𝑢, yaitu 𝑊 = {𝑎𝑖𝑗|𝑖 ∈ {1, 2, 3 … , 𝑚}, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛}}  

  Perhatikan bahwa 𝑟(𝑎𝑖(𝑗−1)|𝑊) = (1) 
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                                𝑟(𝑎𝑖(𝑗+1)|𝑊) = (1)  

Karena 𝑟(𝑎𝑖(𝑗−1)|𝑊) = 𝑟(𝑎𝑖(𝑗+1)|𝑊), maka 𝑊 dengan |𝑊| = 1 dan 𝑊 tidak memuat 

titik 𝑢, bukan himpunan pembeda. 

2.  Untuk |𝑊| = 2 

 (𝑖).   Jika 𝑊 memuat titik 𝑢, yaitu 𝑊 = {𝑢, 𝑎𝑖𝑗|𝑖 ∈ {1, 2, 3 … , 𝑚}, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛}}  

  Perhatikan bahwa 𝑟(𝑎𝑖(𝑗−1)|𝑊) = (𝑖, 1) 

                                𝑟(𝑎𝑖(𝑗+1)|𝑊) = (𝑖, 1)  

Karena 𝑟(𝑎𝑖(𝑗−1)|𝑊) = 𝑟(𝑎𝑖(𝑗+1)|𝑊), maka 𝑊 dengan |𝑊| = 2 dan 𝑊 memuat titik 𝑢, 

bukan himpunan  pembeda. 

 (𝑖𝑖). Jika 𝑊 tidak memuat titik 𝑢, yaitu 𝑊 = {𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑘𝑙|𝑖, 𝑘 ∈ {1, 2, 3 … , 𝑚}, 𝑗, 𝑙 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛}, 

𝑖𝑗 ≠ 𝑘𝑙}. Dapat ditemukan 𝑎𝑥𝑦 dan 𝑎𝑧𝑤 dengan 𝑥, 𝑧 ∈ {1, 2, 3 … , 𝑚}, 𝑦, 𝑤 ∈ {1,2,3 … , 𝑛} 

dan 𝑥𝑦 ≠ 𝑧𝑤 sedemikian hingga 𝑟(𝑎𝑥𝑦|𝑊) = 𝑟(𝑎𝑧𝑤|𝑊). Sehingga 𝑊 dengan |𝑊| = 2 

dan 𝑊 tidak memuat titik 𝑢, bukan himpunan  pembeda. 

3.  Untuk |𝑊| = 3, yaitu 𝑊 = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3} 

 Perhatikan bahwa 𝑟(𝑢|𝑊) = (𝑑(𝑢, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑢, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑢, 𝑎𝑚3)) = (𝑚, 𝑚, 𝑚) 

       𝑟(𝑎11|𝑊) = (𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎11, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 1, 𝑚, 𝑚 + 1) 

       𝑟(𝑎12|𝑊) = (𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎12, 𝑎𝑚3)) = (𝑚, 𝑚 − 1, 𝑚) 

        𝑟(𝑎13|𝑊) = (𝑑(𝑎13, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎13, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎13, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 + 1, 𝑚, 𝑚 − 1)  

                                                              ⋮ 
                                                              ⋮               

  𝑟(𝑎21|𝑊) = (𝑑(𝑎21, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎21, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎21, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 2, 𝑚 − 1, 𝑚) 

       𝑟(𝑎22|𝑊) = (𝑑(𝑎22, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎22, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎22, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 1, 𝑚 − 2, 𝑚 − 1) 

          𝑟(𝑎23|𝑊) = (𝑑(𝑎23, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎23, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎23, 𝑎𝑚3)) = (𝑚, 𝑚 − 1, 𝑚 − 2) 

                                                       ⋮ 
                                                       ⋮         

       𝑟(𝑎31|𝑊) = (𝑑(𝑎31, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎31, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎31, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 3, 𝑚 − 2, 𝑚 − 1) 

       𝑟(𝑎32|𝑊) = (𝑑(𝑎32, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎32, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎32, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 2, 𝑚 − 3, 𝑚 − 2) 

       𝑟(𝑎33|𝑊) = (𝑑(𝑎33, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎33, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎33, 𝑎𝑚3)) = (𝑚 − 1, 𝑚 − 2, 𝑚 − 3) 

                                                       ⋮ 
                                                       ⋮     

𝑟(𝑎𝑚1|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚1, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚1, 𝑎𝑚3)) = (0, 1, 2) 

𝑟(𝑎𝑚2|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3)) = (1, 0, 1) 

𝑟(𝑎𝑚3|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚3, 𝑎𝑚3)) = (2, 1, 0) 

                                                                    ⋮ 
                                                                    ⋮ 

        𝑟(𝑎𝑚(𝑛−2)|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚(𝑛−2), 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚(𝑛−2), 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚(𝑛−2), 𝑎𝑚3)) = (3, 4, 5)  

         𝑟(𝑎𝑚(𝑛−1)|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚(𝑛−1), 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚(𝑛−1), 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚(𝑛−1), 𝑎𝑚3)) = (2, 3, 4)  

               𝑟(𝑎𝑚𝑛|𝑊) = (𝑑(𝑎𝑚𝑛, 𝑎𝑚1), 𝑑(𝑎𝑚𝑛, 𝑎𝑚2), 𝑑(𝑎𝑚𝑛, 𝑎𝑚3)) = (1, 2, 3)                                                               

Dengan demikian, diperoleh 𝑟(𝑎𝑖𝑗|𝑊) ≠ 𝑟(𝑎𝑘𝑙|𝑊) dengan 𝑖, 𝑘 ∈ {1, 2, 3 … , 𝑚}, 𝑗, 𝑙 ∈
{1, 2, 3 … , 𝑛} dan 𝑖𝑗 ≠ 𝑘𝑙. Akibatnya, 𝑊 = {𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, 𝑎𝑚3} = 𝑊∗ merupakan himpunan 
pembeda. Karena tidak dapat ditemukan 𝑊∗ yang lain dengan |𝑊∗| < 3, maka 𝑊∗ merupakan 
basis. Jadi, diperoleh dim 𝑅𝑚,𝑛 = 3. 
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Simpulan 

 Berdasarkan hasil penelitian di atas, diperoleh dimensi metrik dari graf jaring laba-laba 

𝑅𝑚,𝑛 adalah 3. 
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